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La programacion de la produccién en condiciones de incertidumbre

“En la medida en que las leyes de las matematicas se refieren a la realidad,
no son ciertas. Y en la medida en que son ciertas, no se refieren a la realidad”

Albert Einstein, Geometry and Experience

1. Introduccién

El hombre, en la basqueda de la precisién, ha intentado ajustar el mundo real a modelos matematicos
rigidos y estaticos. Una metodologia util para plantear y resolver ciertos problemas en condiciones de
incertidumbre es la teoria de los conjuntos borrosos o fuzzy sets. El nacimiento de esta teoria se
debi6 a la necesidad de disponer de alguna representacién matematica de familias de objetos
usuales que, con la teoria clasica de conjuntos no podian ser representados adecuadamente.

Los conjuntos borrosos o difusos (fuzzy sets) nacieron con este nombre en 1965, a partir del articulo
del profesor de Ingenieria Electrénica de la Universidad de California en Berkeley, y fundador de la
teoria, Lofti A. Zadeh. En los primeros 25 afios de existencia de la teoria hubo una gran produccién
de trabajos tedricos y aplicados, y de productos para el mercado (los que dieron lugar a la llamada
ingenieria fuzzy). Esto fue el resultado de la cooperacidn entre ingenieros y cientificos, puros y
aplicados, y al hecho de que varias empresas, especialmente en Japén, tomaron la decisién de

incorporar la naciente teoria a sus grupos de investigacién, innovacién y desarrollo. En un

determinado universo X, un subconjunto borroso A es una funcién m;: X ® [0,1] que asigha a cada
elemento del conjunto X un valor m/;(x) perteneciente al intervalo [0,1], llamado el grado de

pertenencia de x a A Si bien las funciones caracteristicas de los conjuntos clasicos o las medidas de
probabilidad podrian encuadrarse perfectamente en esta definicion, el interés de la teoria de los
conjuntos borrosos se centra esencialmente en modelizar aquellos problemas donde el marco
conjuntista o probabilistico resulta insuficiente o no adecuado.

Mediante el empleo de los conjuntos fuzzy se busca describir y formalizar la realidad utilizando
modelos flexibles que interpreten las leyes que rigen el comportamiento humano y las relaciones
entre los hombres. El concepto de conjunto borroso surge de romper la dicotomia “pertenece — no

pertenece” de la teoria de conjuntos clasica, a la cual incluye como caso particular. Permite construir



una estructura matematica con la cual es posible manipular datos inciertos o vagos, para los cuales la
pertenencia a un conjunto tiene grados. De este modo la pertenencia deja de ser abrupta para ser
graduada. El calculo de Zadeh abri6 un camino para representar el razonamiento con predicados
vagos, un tipo de calculo que contiene, como caso particular, el calculo con predicados nitidos que
definen conjuntos clasicos. El calculo logico clasico queda englobado en el célculo logico borroso, y la
nitidez o precisidn aparece como un caso limite de la vaguedad o imprecision.

En general, un problema de decision se dice que es borroso (fuzzy), o que es un problema de
decision en ambiente fuzzy, si al menos uno de los elementos que lo caracterizan esta dado por un
conjunto o relacion fuzzy.

La programacion mateméatica es una de las areas en las cuales la teoria de los conjuntos borrosos ha
sido aplicada extensamente. Inicialmente basados en el modelo de decision en un ambiente incierto
de Bellman y Zadeh, los diferentes modelos han sido propuestos para permitir flexibilidad en las
restricciones y borrosidad en la funcién objetivo, ya sea en la programacion lineal y no lineal clasicas,
tanto como en la programacion lineal entera y fraccionaria, asi como en la programacion dinamica.
La programacion lineal borrosa ofrece una serie de caminos a tener en cuenta para todo tipo de
vaguedad. En este trabajo analizaremos su aplicacién al planteo y resolucion de problemas de
programacion de la produccion cuando los recursos disponibles no son conocidos con exactitud.

En la seccién 2 haremos una revisidn de los problemas de programacion lineal clasicos, en la seccion
3 plantearemos un modelo de programacion lineal borroso, y por ultimo daremos un ejemplo de un
problema de programacion de produccion en condiciones de incertidumbre que corresponde al

modelo planteado.

2. La programacion lineal

Consideremos el problema clasico de programacion lineal (PL): “maximizar una funcién objetivo

sujeta a restricciones”, es decir

maximizar Z =CX
1AXED
. I
sujeto a i
i
1x30



Donde c y x son vectores de dimension n, b es un vector de dimension m y A es una matriz de tipo
mxn, X determina las variables de decisidn, A, by c describen los estados y z es la funcion de utilidad
(funcion objetivo) que se desea maximizar, donde los coeficientes de A, b y ¢ son nimeros nitidos.
En un entorno incierto, el decisor puede querer alcanzar ciertos niveles de aspiracion que no es
posible definir nitidamente, como asi también las restricciones pueden no ser tomadas en el sentido
matematico estricto, sino admitir pequefios desvios. En consecuencia, diferentes elementos de las
ecuaciones propuestas pueden ser borrosos, y la borrosidad puede expresarse en formas diferentes:
los elementos de A, b o ¢ pueden ser niimeros borrosos en lugar de nitidos, las restricciones pueden
ser representadas por subconjuntos borrosos en lugar de inecuaciones o ecuaciones y la funcion
objetivo por un subconjunto borroso o bien por una funcién borrosa.

Finalmente, la solucién puede ser un subconjunto borroso o una solucién nitida (solucion maxima), lo
gue en todos los casos aporta informacién para la toma de decision. A diferencia de la PL clasica, el
tipo de modelo de la programacion lineal borrosa no es Gnico y su eleccion depende de los diferentes

aspectos que presente la situacion que se quiere modelizar.

3. Modelo de programacion lineal borrosa con restricciones borrosas

Cuando los recursos disponibles no son conocidos con precision el conjunto factible resulta borroso.
En tal situacién, para cada recurso se considera una cantidad deseable b, pero se acepta la
posibilidad de que supere a b hasta un tope maximo b+p (p es el denominado nivel de tolerancia).
Luego, las restricciones que definen el espacio solucién pueden ser expresadas mediante
subconjuntos borrosos. Un modelo que incluye las restricciones con estas caracteristicas se presenta

de la siguiente forma:

maximizar Z=CX
. I AxE
sujeto a i b 0
T x30

El simbolo “£ " indica una relacién de tipo “£” en un ambiente borroso.
Cada una de las filas de la matriz A, estara ahora representada por un subconjunto borroso, cuyas

funciones de pertenencia seran m(x), que pueden interpretarse como el grado para el cual x satisface

la desigualdad borrosa (Ax); £



m( ). Su valor sera cero si las restricciones son

mono6tonamente de cero a uno, esto es:

i1 Si (Ax)i £Db;
m()=lild s b <(w) 28 +p =12.m
lo si (Ax), >b; +p

Siendo p; las constantes que representan la transgresién admisible de cada restriccion, y pueden ser
determinadas en forma subjetiva.
Segun el enfoque de Verdegay (10), si se considera una funcién de pertenencia lineal (continua y

monoétona) que varia en el intervalo de tolerancia [bi,bi + pi], como la siguiente:

i1 si (AX) £b;
Il
m(x):%l-(AX)i—bi si b <(Ax) £b; +p; i=12..,m (1)
1 Pi
fo si (Ax)i >b; +p;
Gréaficamente:
m
1
m[(AX)]]
0 b, bi +p; (AX)i
Gréfico 1

La ecuacion (I) resulta equivalente a

max  cx

s.a. x1 X (1
Donde X, ={x/m(x) % a,"i x3 0} para cada a perteneciente al intervalo [0,1] se denomina a-corte
(ver 5, 7).

Utilizando la definicion de los a-cortes, (Ill) se puede expresar del siguiente modo:



max cx
s.a. m(x)3 a (V)
x3 0, al [0]]

Sustituyendo las funciones de pertenencia (Il) en (IV), obtenemos:

max CX

(Ax), £b, +(1- a)p, i

% yso.al o

(V)

Reemplazando (1 - a) = q en (V), resulta el siguiente problema clasico de programacion lineal
paramétrica:

max CX

(Ax) £b; +ap; i
x 3 0,elparametroqi [0]]

De este modo, para cada a se obtiene una solucion optima. Para ilustrar este enfoque

consideraremos el siguiente problema de programacién de produccion planteado en (6).

4. Un problema de programacion de produccion en condiciones de incertidumbre

La compafiia Knox Mix tiene la opcidon de emplear uno o mas de cuatro tipos diferentes de procesos
de produccién. El primero y segundo proceso producen articulos del producto A, y el tercero y cuarto
proceso producen articulos del producto B. Los insumos para cada proceso son: mano de obra
medida en semanas-hombre, libras de material Y y cajas de material Z. Como cada proceso varia en
sus requerimientos de insumos, las rentabilidades de los procesos difieren, incluso para procesos que
fabrican el mismo articulo. La decisién del productor sobre el programa de produccion semanal esta
limitada a las cantidades disponibles de mano de obra y de ambos tipos de materias primas, el
objetivo es buscar aquella que maximice el beneficio. En la Tabla 1 se expresan las restricciones

completas de tecnologia y de insumos.



Tabla 1

Articulo Semanas-Hombre Material Y Material Z Beneficio

(libras) (cajas) unitario

Un articulo de producto A
Proceso 1 1 7 3 4

Proceso 2 1 5 5 5

Un articulo de producto B

Proceso 1 1 3 10 9
Proceso 2 1 2 15 11
Total disponible 15 120 100 maximizar

Si se considera que X;, X2, X3 Y X4 son los niveles de produccion para los procesos 1, 2, 3y 4
respectivamente; puede formularse el siguiente problema de programacion lineal:
max Z = 4X, +5%, +9x5 +11x, (beneficio)

s.a.
Xg X, o+ Xy + x, £ 15
X, + 5%, + 3x3 + 2x, £ 120
3x;, + 5x, + 10x; + 15x, £ 100
X1, X, Xz, X4 % O

Resolviendo este problema de programacion lineal clasico mediante el método simplex, la tabla final

es:
Tabla 2
Variable basica X1 X2 X3 X4 S S S3 Constantes
2 1 s [ o] 5] o [ 0o | 1 [ 50
7 7 7 7 7
sz o e o | B [ e[ 1 | 4 325
7 7 7 7 7
2 o2 |t [ 3] 0 |1 55
7 7 7 7 7
z-¢ 0 § 0 E E 0 E @
7 7 7 7 7




La solucion optima es x’ :gég ,0 ? ,02 o bien x" =(7.14,0,7.86,0)y el beneficio maximo es
é 2

z :$g, 0 z° =$99.29. Los recursos utilizados son 15, 73.57 y 100 unidades de mano de obra,

material Y y material Z respectivamente.

Si se considera que las disponibilidades maximas de los recursos de mano de obra y de material Z,
no se pueden precisar con exactitud y sus tolerancias maximas son p; = 3 y p, = 20 unidades
respectivamente, el problema anterior se convierte en un problema de programacion lineal con
restricciones borrosas. Para su resolucion, se determinan las funciones de pertenencia

correspondientes a las restricciones borrosas.

11 si. glx)<15
1
i) ml(x) = : 1- [gngB] si  15£ gl(x)£18 para gl(X): Xy + Xy + X3 + Xy
PO si gi(x)>18
Graficamente:
m(x)
1
0 15 18 9i(¥)
Gréfico 2
i1 si gs(x)<100
1
i) ms(x):}_ 1- %{)100] si  100£g,(x)£120  para  gs(x)=3x, +5x, +10x; +15x,
|
§ 0 si g5 (x)>120



Gréaficamente:

my(x)

0 100 120  9s(x)
Gréfico 3

Aplicando el enfoque de Verdegay (desarrollado en 3), el problema consiste en:
max z=4x; +5x, +9x; +11x, (beneficio)
s.a. m(x)3 a
7TX1+5%X,+3x3+2x%x4 £120
m(x) * a
al [0,1], X3, X2, X3,%X 30
o bien,
max z =4x; +5x, +9x5 +11x, (beneficio)
s.a X+ Xo+ Xzt X4 £15+3(1-a)
7X1+ Bx, + 3x3+ 2x4 £ 120
3Xy + 5%, + 10x3+ 15%x, £ 100+ 20 (1 - a)
al [0,1], X1, %X, X3, % 30
Considerando el parametro q = 1 - a se obtiene el siguiente problema de programacién lineal
paramétrica:
max z =4x; +5x, +9x5 +11x, (beneficio)
s.a X1+ Xo+ Xzt X4 £ 15+ 3q
7X1+ Bx, + 3x3+ 2x4 £ 120
3x1 + 5%, + 10x3+ 15x4 £ 100 + 20q

ql [0,1],x1,%X2,%X3,%Xs 3 0



Considerando los valores de la Tabla 2, final del simplex del problema clésico, y utilizando la técnica
paramétrica se obtienen los siguientes valores para la columna de constantes de la tabla simplex

final, Tabla 3, correspondiente al problema de programacion lineal paramétrica planteado:

L2800
20 o, 198 =100
&7 72‘820 L7
2}
& 61 466~ 103 q
S S
e ﬂgzo B
&30 0
@3 106 - _1lq
7 T Ty
€200
Tabla 3
Variable basica X1 X2 X3 X4 Sy S S3 Constantes
X1 1 5 0 5 10 0 .1 | 50,109
7 7 7 7 7 7
7 0 6 0 13 61 1 4 325 103¢q
7 7 7 7 7 7
Xs 0 2 1 12 3 0 1 155,11q
7 7 7 7 7 7
% o |3 [ o [ 1 | 1 | 0 | 5 [6%5 13
7 7 7 7 7 7

En consecuencia, la solucién 6ptima puede expresarse como X = (7.14 +1.43q,0,7.86+1.57q, O) y

z' =% (99.29 +19.86 q), para qi [0,1]. Como se observa, y de acuerdo a lo ya visto sobre el enfoque
de Verdegay, existe una solucion Optima para cada valor del parametro q. La Tabla 4 muestra el
beneficio que se obtiene, asi como también la cantidad utilizada de los recursos disponibles para
diferentes valores del parametro qi [0,1], con el fin de proporcionar al decisor una informacion mas

completa para la toma de decisiones.
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Tabla 4

Recursos utilizados
Parametro q | Beneficio Semanas- Material Y Material Z
maximo hombre
0.0 99.29 15.00 73.57 100.00
0.1 101.28 15.30 75.04 102.00
0.2 103.27 15.60 76.51 104.00
0.3 105.26 15.90 77.98 106.00
04 107.25 16.20 79.45 108.00
0.5 109.24 16.50 80.92 110.00
0.6 111.23 16.80 82.39 112.00
0.7 113.22 17.10 83.86 114.00
0.8 115.21 17.40 85.33 116.00
0.9 117.20 17.70 86.80 118.00
1.0 119.19 18.00 88.27 120.00

5. Conclusién

Existen varios métodos de solucion para el modelo presentado en la seccién anterior. Las diferencias
entre ellos se deben a la forma de representar a los parametros borrosos o al procedimiento mismo.
La forma de razonar en términos absolutos de “cierto” o “falso” de origen aristotélico, no se adecua en
la actualidad en numerosas situaciones, necesitamos aplicar una logica borrosa capaz de captar los
matices del mundo real, donde nada es absolutamente blanco o negro, sino que todo es cuestion de
grados. Los conjuntos borrosos facilitan la modelizacion de situaciones relacionales que presentan
vaguedad de forma intrinseca, es decir que cualquier intento de hacer exactos los elementos
utilizados lleva a una simplificacién que cambia los términos en los que se plantean los problemas o
conduce a soluciones no reales.

El problema desarrollado muestra un ejemplo de la posibilidad de programar la produccion cuando no
se conocen exactamente los recursos disponibles, mediante el empleo de técnicas actuales como es
el caso de la programacion lineal fuzzy, logrando de este modo aprovechar mejor los recursos

disponibles, potenciando la capacidad productiva de la empresa.
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